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Streszczenie

W pracy omoéwiona jest semantyka obliczeniowa dla kwantyfikato-
réw monadycznych w jezyku naturalnym w duchu badan J. van Benthe-
ma [van Benthem 1986]. Dyskutujemy sposéb przyporzadkowania kwan-
tyfikatorom procedur, ktore pozwalaja wyznaczaé¢ ich denotacje w skon-
czonych uniwersach. Dowodzimy twierdzenia M. Mostowskiego, iz kwan-
tyfikatory monadyczne definiowalne w logice podzielnosci to doktad-
nie te kwantyfikatory, ktore sg rozpoznawane przez automaty skonczone
[M. Mostowski 1992]. Dyskutujemy réwniez przypadki kwantyfikatoréw o
wiekszej zlozonosci obliczeniowej rozpoznawanych przez automaty ze sto-
sem, np. ,wiekszos¢”, ,tyle samo co”. Ustalenia te pozwalaja na sformu-
lowanie pewnych hipotez dotyczacych procesu interpretowania przez ludzi
zdan z kwantyfikatorami. W nawiazaniu do prac P. Tichy’ego [Tichy 1969
oraz Y. Moschovakisa [Moschovakis 1990] rozwazamy réwniez eksplikacje
pojecia znaczenia (intensji) zdan jako algorytméw wyliczajacych ich warto$é

logiczna w skonczonych interpretacjach.

Abstract

In the thesis computational semantics for monadic quantifiers in natural
language in the spirit of J. van Benthem’s works [van Benthem 1986] is
considered. The possible correlations between quantifiers and procedures
which can be used to compute quantifiers’ denotations in finite models are
discussed. We prove M. Mostowski’s theorem that monadic quantifiers de-
finable in the divisibility logic are exactly quantifiers recognized by finite
state automata [M. Mostowski 1992]. We also discuss the case of more com-
plex quantifiers recognized by push-down automata, like "most”, ”the same
number as”. Our results let us make hypothesis concerning human ability
to interpret quantifiers. Referring to the works of P. Tichy [Tichy 1969] and
Y. Moschovakis [Moschovakis 1990] we also consider the explication of the
meaning (intension) of sentences in terms of algorithms computing their

truth values in finite interpretations.



Tak wiec tym, co pcha nas wszedzie, by od sensu siegaé do znaczenia,

jest dgzenie do prawdy.

Gottlob Frege ,,Sinn und Bedeutung”

Dwaj ludzie rozumiejg pewne wyraZenie w tym samym znaczeniu, gdy
rozumienie to uzbraja ich obu w te samqg metode rozstrzygania, czy

wyrazenie to zastosowac do jakiego$ przedmiotu, czy tez nie.

Kazimierz Ajdukiewicz ,,Logika pragmatyczna”
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1. Wstep

1.1. Sformutowanie problemu

Jednym z interesujacych pytan w teorii jezyka jest problem opisu i wy-
jasnienia mechanizmoéw, ktore odpowiadaja za nasza zdolno$¢ rozumienia
zdan. Opis mechanizmu dziatania kompetencji jezykowej, ktéry mozna okre-
§li¢ mianem kompetencji semantycznej, jest niezbedny dla zrozumienia fe-
nomenu jezyka. Postugiwanie si¢ jezykiem polega bowiem nie tylko na uzy-
waniu okreslonego stownika i regut gramatycznych, lecz przede wszystkim
na laczeniu z wyrazeniami odpowiednich znaczen. Kiedy na przyktad méwie
ysrana” to o tym czy postuguje sie jezykiem polskim czy jezykiem ltacinskim
decyduje intencja znaczeniowa z jaka uzylem tego stowa, czy mialem na
mysli skaleczenie czy zabe (zob. [Ajdukiewicz 1931] str. 6).

Waznym skladnikiem tego zadania jest opis warunkéw prawdziwosci
zdan jezyka naturalnego i tym wlasdnie zajmuje si¢ semantyka. Zazwyczaj
ogranicza sie ona do opisu funkcji, ktéra kazdemu poprawnie zbudowanemu
wyrazeniu przypisuje pewnien obiekt teoriomnogosciowy skonstruowany w
uniwersum modelu i stanowiacy ekstensje (denotacje) tego wyrazenia. Co
znajduje swoj wyraz w czestym okredlaniu tego typu badan nad jezykiem
mianem czysto ekstensjonalnych. Techniczne aspekty tego podejécia zostaly
rozwiniete przez Alfreda Tarskiego [Tarski 1933]. W odniesieniu do seman-
tyki jezyka naturalnego z sukcesem zastosowal je uczen Tarskiego Richard
Montague [Montague 1970].

Istnieje tradycja, zapoczatkowana przez Gottloba Fregego [Frege 1892],
mys$lenia o znaczeniu wyrazenia jezykowego jako o ,sposobie reprezenta-
cji” jego denotacji. Tak rozumiane znaczenie wyrazenia mozna utozsamié
z procedurg znajdowania jego ekstensji. Po raz pierwszy eksplikacja Fre-
gowskiego rozréznienia na Sinn i Bedeutung z wykorzystaniem aparatury
teorii obliczen pojawita sie w pracy Pavla Tichy’ego ,,Intension In Terms Of
Turing Machines” [Tichy 1969]. W 1990 roku na Logic Collogium Yiannis
Moschovakis wygtosit referat ,,Sense and Denotation as Algorithm and Va-
lue” [Moschovakis 1990], w ktérym rozwijal idee Fregego odwotujac sie do
pojecia algorytmu, nie wspominajac jednak o pracy czeskiego logika.

Kilka lat wczesniej Johan van Benthem w pracy ,,Semantic Automata”
zapoczatkowal rozwazania nad kwantyfikatorami w jezyku naturalnym z per-
spektywy teorii obliczen [van Benthem 1984] (zob. tez: [van Benthem 1986],
[van Benthem 1987], [Clark 1996]). Przeglad problematyki logicznej zwia-
zanej z semantyka obliczeniowa dla kwantyfikatoréw zawiera praca J. A.
Makowsky’ego i Y. B. Pnueli ,,Computable quantifiers and logics over fini-

te structures” [Makowsky, Pnueli 1995]. Semantyka obliczeniowa dla kwan-
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tyfikatorow monadycznych zostala systematycznie potraktowana w pracy
Marcina Mostowskiego ,,Computational semantics for monadic quantifiers”
[M. Mostowski 1998].

Réwniez w pracach czysto lingwistycznych obecne jest spojrze-
nie na semantyke jezyka naturalnego z perspektywy teorii obliczen
(zob. np. [Suppes 1982], [Cooper 1994], [Blackburn, Bos 1999], [Bunt 2003],
[Piasecki 2004], [van Lambalgen, Hamm 2004]). Wspomniany wyzej artykut
Tichy’ego wraz z jego kolejna praca ,,An Approach to Intensional Analysis”
[Tichy 1971] zainicjowal caly nurt badan poswiecony lingwistyce oblicze-
niowej pod nazwa , Iransparent Intensional Logic”, ktérego gtéwnym celem
wydaje si¢ odpowiedz na pytanie ,,Czym sa znaczenia wyrazen jezykowych?”
(zob. [Hajicova, Materna, Sgall 1988]).

W niniejszej pracy rozwaza sie semantyke obliczeniows dla kwantyfikato-
row w jezyku naturalnym z perspektywy opisu mechanizméw poznawczych
cztowieka. Procedure wyliczajaca denotacje wyrazenia bedziemy utozsamiaé
z jego znaczeniem referencyjnym. W pracy nie poruszamy zagadnienia in-
nych mozliwych sposobéw okreslania znaczenia wyrazen jezykowych. Przez
szczegbdtowa analize wybranego fragmentu jezyka przy wykorzystaniu narze-
dzi logiki oraz teorii obliczen chcemy przyblizy¢ sie¢ do opowiedzi na naste-

pujace pytania:

— Jak ludzie moga rozpoznawaé denotacje wyrazen jezykowych?
— Dlaczego jedne zdania sg trudniejsze od innych?

— Czym jest znaczenie danego wyrazenia?

We wprowadzeniu omawiamy na przyktadach sposéb przyporzadkowa-
nia kwantyfikatorom procedur, ktére pozwalaja wyznaczyé¢ denotacje zdania
oraz wyjasniamy powody, dla ktoérych ograniczamy sie tylko i wytacznie do
rozwazania struktur skonczonych. Nastepny rozdzial poswiecamy omoéwieniu
automatéw skonczonych oraz automatoéow ze stosem, a w kolejnym wprowa-
dzamy pojecie monadycznego kwantyfikatora uogélnionego. Elementy teorii
obliczen i logiki pozwalajg nam precyzyjnie opisaé zwiazki zachodzace po-
miedzy kwantyfikatorami monadycznymi w jezyku naturalnym a odpowiada-
jacymi im algorytmami. W rozdziale piatym dowodzimy, iz kwantyfikatory
definiowalne w logice podzielnosci to doktadnie te kwantyfikatory, ktore sa
rozponawane przez automaty skonczone. Pokazujemy rowniez, iz automaty
ze stosem akceptuja wszystkie kwantyfikatory monadyczne typu (1) defi-
niowalne w arytmetyce Presburgera. Ustalenia te pozwalajg nam sformuto-
wadé hipoteze psychologiczna na temat mozliwych sposobow interpretowania
przez ludzi zdan z kwantyfikatorami. Wspominamy réwniez o najnowszych

badaniach neurologicznych, ktére wydaja sie potwierdza¢ postawiong teze.
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W ostatnim rozdziale ponownie analizujemy zdania dyskutowane we wpro-
wadzeniu. Na ich przykltadzie, tym razem juz w precyzyjnym jezyku teorii
obliczen, ilustrujemy idee traktowania referencyjnego znaczenia zdania jako
algorytmu wyliczajacego wartos¢ logiczng tego zdania w skonczonych uni-
wersach. Omawiamy tez konsekwencje utozsamienia znaczenia zdania z al-

gorytmem wyliczajacym jego ekstensje dla problemu synonimicznosci zdan.



2. Wprowadzenie

2.1. Kwantyfikatory a procedury

Kwantyfikatorom w jezyku naturalnym, np.: ,kazdy”, ,pewien”, ,co naj-
mniej pied”, ,wiecej niz”, ,tyle samo co”, itp., odpowiadaja procedury, ktore
wyznaczaja ich interpretacje. Rozwazmy na przyklad nastepujace zdania je-

zyka polskiego:

Kazda ksigzka w bibliotece IF UW zostala wydana po 1900 roku.
Pewna ksigzka w bibliotece IFF UW ma czerwong oktadke.

Doktadnie trzy ksigzki w bibliotece IF UW majq plastikowe okladks.
Wiekszosé ksigzek w bibliotece IF UW zostala wydana po 1980 roku.

ARl R

W bibliotece IF UW jest tyle samo ksigzek réZowych, co Zottych oraz

tyle samo zielonych.

Rozumiemy te zdania, aby za$§ stwierdzi¢ ich warto$é logiczng postugujemy
sie pewnymi procedurami (algorytmami), ktére sa wyznaczone przez wy-
stepujace w tych zdaniach kwantyfikatory. Sprébujmy opisaé przykladowe

procedury zaczynajac od najprostszych wyrazen kwantyfikatorowych.

(Ad. 1) Aby ustali¢ wartosé¢ logiczna pierwszego zdania bierzemy do reki
kolejne kartki z kompletnego katalogu biblioteki i sprawdzamy rok wyda-
nia ksiazki. Postepujemy tak, dopdki znajdziemy ksigzke wydang przed
1900 rokiem albo wyczerpia sie zasoby katalogu. Procedura ta zawsze
sie koniczy, poniewaz jest skonczenie wiele ksiazek, kazdej ksiazce przy-
porzadkowana jest dokladnie jedna karta i nigdy nie bierzemy do reki
wiecej niz raz tej samej karty. Jesli skonczymy wykonywaé te czynnosé
zanim przejrzymy wszystkie fiszki znaczy to, iz jedna z ksiazek zostala
wydana przed 1901 rokiem. W tym przypadku zdanie (1) jest falszywe. W
przeciwnym razie, czyli jesli uda sie przejrzeé¢ wszystkie pozycje katalogu
i nie znalez¢ ksiazki sprzed 1901 roku, to zdanie (1) jest prawdziwe.

(Ad. 2) Ustalenie wartosci logicznej zdania (2) polega na znalezieniu w bi-
bliotece IF UW ksiazki z czerwona okladka albo na stwierdzeniu, iz wsréd
ksiazek biblioteki nie ma takiej, ktéra miataby czerwona okladke. W
tym celu bierzemy kolejne ksiazki i sprawdzamy kolor ich oktadki. Jesli
natkniemy si¢ na czerwona, to zdanie (2) jest prawdziwe. Jesli jednak
przejrzymy wszystkie woluminy i nie znajdziemy zadnego z czerwona
okladka, to (2) okazuje sie falszywe. W najgorszym przypadku realiza-
cja obu tych algorytméw bedzie kosztowala tyle czasu, ile potrzeba na
przejrzenie zbioréw biblioteki.

(Ad. 3) Zdanie (3) bedzie prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy:
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6. Co najmniej trzy ksigzki majg plastikowe oktadki.
1 zarazem:

7. Co najwyzej trzy ksigzki majg plastikowe oktadksi.
Innymi stowy musimy sprawdzi¢ dwa warunki: (6) oraz (7). Ponownie
analizujemy po kolei wszystkie ksiazki. Jesli przejrzeliémy caly ksiego-
zbidr i znalezliSmy mniej niz trzy ksiazki z plastikows oktadka, to zdanie
(6) jest falszywe wiec (3) tez musi by¢ falszywe. Jezeli w pewnym mo-
mencie przeszukiwania znalezliSmy trzecia ksiazke z plastikowa oklad-
ka, to zaczynamy analizowa¢ zdanie (7), czyli przegladamy ksiegozbiér
dalej, szukajac plastikowych okltadek. Jesli znajdziemy chocby jeszcze
jedna, to zdanie (7) jest falszywe a zatem falszywe jest tez zdanie (3). W
przeciwnym przypadku (7) jest prawdziwe i (3) musi by¢ réwniez praw-
dziwe. Aby zrealizowaé ten algorytm trzeba przejrzeé caty ksiegozbidr.
W trakcie przegladania musimy pamietaé jedng z pieciu rzeczy, albo ze
znalezliSmy dotychczas n ksiazek z plastikowa oktadka, dlan = 0,1, 2, 3,
albo ze znalezliSmy juz wiecej niz trzy takie ksigzki.

(Ad. 4) W celu sprawdzenia prawdziwosci zdania (4) bierzemy do reki ko-
lejne fiszki i ukladamy je jedna na drugiej (w stos) na osobnym stole w
nastepujacy sposéb: Jesli na wierzchu stosu lezy karta ksiazki wydanej po
(przed) 1980 roku, to jezeli nastepna fiszka dokumentuje ksiazke réwniez
wydana po (przed) 1980 roku, to ktade te fiszke na stos i teraz ona jest na
szczycie. W przeciwnym przypadku, to znaczy, jesli na stosie lezy karta
ksiazki wydanej po (przed) 1980 roku a nastepna karta dokumentuje po-
zycje wydana przed (po) 1980 rokiem, to wéwczas zdejmuje znajdujaca
sie na wierzchu fiszke. Zdanie (4) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
gdy po przejrzeniu catego ksiegozbioru na stosie lezy co najmniej jedna
karta ksigzki wydanej po 1980 roku. Aby zrealizowaé opisang procedure
trzeba przejrzeé¢ caly ksiegozbidr, lecz tym razem do wykonania algo-
rytmu wykorzystujemy dodatkowa pomoc w postaci stosu fiszek, ktéry
teoretycznie moze pomiesci¢ dowolna liczbe kart bibliotecznych. Spraw-
dzenie wartosci logicznej zdania (4) jest wiec trudniejsze niz obliczenie
tej wartosci dla poprzednich zdan.

(Ad. 5) Procedura obliczania wartosci logicznej zdania (5) przypomina al-
gorytm dla zdania (4), lecz tym razem potrzeba przynajmniej dwéch
stosow. Za pomocy pierwszego sprawdzamy jak wyzej, czy liczba ksiazek
rézowych jest rowna liczbie ksiazek zoltych. Drugi stos stluzy nam do
porownania liczby zielonych ksiazek z liczbg ksiazek rézowych i zottych.
Bierzemy do reki kolejne ksiazki i sprawdzamy kolor ich okladek. Je-
$li trzymamy wlasnie rézowa (z6lta) ksiazke i na pierwszym stosie lezy

ksiagzka tego samego koloru, to ktadziemy trzymang ksiazke na stos. Je-



$li jednak ksiazka na wierzchu pierwszego stosu jest innego koloru, to
ja zdejmujemy i ktadziemy ja na stos drugi pod warunkiem, ze jest on
pusty. Jedli nie jest pusty, to zdejmujemy z tego stosu ksiazke.

Jezeli natomiast bierzemy do reki ksiazke zielona, to wtedy patrzymy
na szczyt drugiego stosu. Jesli lezy na nim ksigzka zielona, to ktadziemy
tam przed chwilg zdjety wolumin. W przeciwnym przypadku, czyli kiedy
na szczycie drugiego stosu lezy ksiazka rézowa lub zétta, zdejmujemy
ksiazke ze szczytu drugiego stosu.

Zdanie (5) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy po przeanalizowaniu

calego ksiegozbioru oba stosy sa puste.

Procedury tego typu mozna precyzyjnie opisaé oraz poréwnac ich ztozo-

nosé przy wykorzystaniu aparatu pojeciowego teorii automatéw.

2.2. Uniwersa skonczone

Autorzy zajmujacy sie semantyka jezyka naturalnego ograniczajg zazwy-
czaj swoja uwage do rozwazania modeli o skonczonych uniwersach (zob.
np. [Montague 1970], [Westerstahl 1989]. Intuicyjnie wydaje sie, ze to wy-
starcza, aby adekwatnie opisa¢ semantyke jezyka naturalnego. Na przyktad

zdania:

— Dokladnie piecioro dzieci Jana skonczylo wyzsze studia.
— Wiekszo$¢ dzieci Jana otworzylo praktyke adwokackg.

— Jan ma tyle samo corek co synow oraz bratankow.

maja naturalng interpretacje w skonczonym uniwersum, jakim jest rodzina
Jana.

Innym powodem takiego ograniczenia moga by¢ problemy z intuicyjna
interpretacja semantyki pewnych wyrazen jezyka naturalnego w uniwersach
nieskoniczonych. Na przyklad rozwazajac wyrazenia kwantyfikatorowe, takie
jak: ,wiecej”, czy ,wiekszosc” rozumiemy wyrazenie ,Wiecej x-6w jest ¢
niz ¥” jako: ,istnieje wiecej z-06w spelniajacych formule ¢ niz spelniaja-
cych formute ¢”. Redukujemy zatem problem semantyki tych wyrazen do
pytania o odpowiadajace im relacje pomiedzy zbiorami obiektow spelniaja-
cymi odpowiednie formuty. W skonczonych uniwersach na pytanie to istnie-
je powszechnie akceptowana odpowiedz polegajaca na poréwnywaniu liczb
kardynalnych odpowiadajacych tym zbiorom. Przechodzac do przypadku
uniwerséw nieskonczonych rozwiazanie to traci wiele ze swej intuicyjnodci.

Rozwazmy bowiem zdania:

— Wiekszosé liczb naturalnych to liczby zlozZone.

— Wiecej punktow w przestrzeni kosmicznej nalezy do gwiazd niz do planet.
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Zdania te sa sensowne a ponadto wydaja sie intuicyjnie prawdziwe, lecz jesli
tak, jak poprzednio interpretujemy wystepujace w nich kwantyfikatory w
terminach relacji pomiedzy liczbami kardynalnymi, to zdania te powinnismy
oczywiscie uznaé za falszywe (zob. tez: [Krynicki, M. Mostowski 1999]).

Przytoczony powyzej argument za ograniczeniem si¢ do skonczonych
interpretacji nie jest oczywidcie wystarczajacy. Mimo to w niniejszej pra-
cy beda nas interesowaly tylko modele skonczone, co wydaje sie dopusz-
czalnym zalozeniem w kontekscie rozwazan nad jezykiem naturalnym. Z
naszej perspektywy ograniczenie do uniwerséw skonczonych ma jeszcze
te zalete, ze procedury szukania denotacji wyrazen jezykowych nabieraja
charakteru algorytmicznego (efektywnego). Mozna wiec sensownie pytaé
o zlozono$¢ obliczeniowa pewnych konstrukcji w jezyku naturalnym (zob.
[M. Mostowski, Wojtyniak 2004]).

Zdania (2) — (5) wyraznie réznig si¢ pod wzgledem trudnosci, kazde ko-
lejne wyraza coraz bardziej ztozona tre$¢. Poczucie tej réznicy jest spowo-
dowane wzrostem ztozonosci algorytmoéw, ktére mozemy wykorzystywaé do
sprawdzenia prawdziwosci tych zdan. Mianowicie réznym klasom wyrazen je-
zykowych sa przypisane rézne mechanizmy semantyczne o réznej zlozonosci
obliczeniowej. Opis kompetencji semantycznej musi polega¢ wiec na podaniu
zbioru algorytmoéw, z ktorych kazdy przypisany jest jakiej$ klasie wyrazen i
formalizuje metode znajdowania denotacji wyrazen nalezacych do tej klasy.
W niniejszej pracy charakteryzuje sie¢ algorytmy odpowiadajace znaczeniu

kwantyfikatoréw monadycznych pod wzgledem ich ztozonoéci obliczeniowej.
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3. Automaty

Teoria automatow zajmuje sie analiza abstrakcyjnych maszyn liczacych.
W latach trzydziestych w pracy ,,On computable numbers, with an applica-
tion to the Entscheidungsproblem” Alan Turing wprowadzil pojecie determi-
nistycznego i niedeterministycznego (with choice) automatu oraz zdefiniowat
ogélny model obliczen nazwany péZniej maszyna Turinga [Turing 1936]. W
latach czterdziestych dwudziestego wieku rozpoczeto badania nad prostszy-
mi urzadzeniami, tzw. automatami skoniczonymi. W kolejnym dziesieciole-
ciu badania nad automatami splotty sie z rozwijana przez Noama Chom-
sky’ego teorig gramatyk. Gramatykom w hierarchii Chomsky’ego odpowia-
daja klasy automatéw, ktore rozpoznaja jezyki generowane przez te grama-
tyki [Chomsky 1957]. W latach sze$édziesiatych teoria automatéw i grama-
tyk okazala sie przydatnym narzedziem w projektowaniu jezykéw programo-
wania wysokiego rzedu, przyczyniajac sie tym samym do rozwoju informa-
tyki (zob. [Hopcroft, Motwani, Ullman 2001], [Rosenberg, Salomaa 1997]).

3.1. Kluczowe pojecia teorii automatéw

Alfabet to skonczony i niepusty zbiér symboli. Na przykiad:
A = {a, b} - alfabet binarny;

B ={0,1} - inny alfabet binarny;

C={a,...z,A,...Z} - zbiér znakéw alfabetu lacinskiego;

D= {‘pies ,, ,,

polskiego;
Stowo to skonczony ciag symboli wybranych z pewnego alfabetu. Na
przyktad ciagg ”7111000111010100101” jest stowem nad alfabetem B, a ciag

= W=

biega

szybko ‘} - alfabet fragmentu jezyka

‘pieslbiega| szybko ‘ jest stowem nad alfabetem D.

Stowo puste to ciag, w ktéorym nie wystepuja zadne symbole alfabetu.
Stowo puste oznaczamy literg €.

Diugo$é stowa to liczba symboli w nim wystepujacych, oznaczamy ja
przez lh(), np. [h(111)=3 a lh(e) = 0.

Jedli ¥ jest alfabetem przez XF oznaczamy zbiér stéw dlugosci k nad
alfabetem Y. Na przyklad {0,1}3 = {000,001, 010,011,100,101,110,111}.
Dla dowolnego alfabetu ¥ mamy %0 = {¢}. Dla dowolnej litery a i liczby
naturalnej n przez a” oznaczamy cigg dlugosci n ztozony z samych liter a.

Zbior wszystkich stéw nad alfabetem ¥ oznaczamy przez ¥*, np. {0,1}* =
{¢,0,1,00,01,10,11,000,...}. Innymi stlowy £* = U,, X" Kazdy taki
zbidr jest nieskonczony, poza przypadkami, kiedy ¥ = () lub X = {e}.

Przez xy oznaczamy konkatenacje stowa x oraz stowa y, czyli stowo po-

wstale z kopii stowa x, po ktérej bezposrednio nastepuje kopia stowa y. Jesli
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T =ai...a; ay = by...b,, to wowczas zy jest stowem dilugodci i + n,
takim, ze xy = a1...a;b1...b,. Na przyklad, jesli x = 101 oraz y = 00,
to zy = 10100. Dla dowolnego ciagu « zachodzi ea = ae = «, czyli € jest
elementem neutralnym dla konkatenacji.

Dowolny zbior stéw wybranych z ¥*, dla pewnego alfabetu X, nazy-
wamy jezykiem. Jesli 3 jest alfabetem oraz L C X*, to méwimy, ze L
jest jezykiem nad 3. Na przyklad podzbiér L C A*, taki, ze L = {« :
liczba wystapien litery a oraz b w « jest parzysta} jest jezykiem nad alfa-
betem A. Zbiér J poprawnych zdan jezyka polskiego taki, ze J C D* jest
jezykiem nad alfabetem dla fragmentu jezyka polskiego.

3.2. Automaty skonczone

Definicja 1. Niedeterministyczny automat skoniczony (FA) jest to pigtka
postaci (A,Q,qs, F,0), gdzie:

— A jest alfabetem wejsciowym;

— @ jest skoriczonym zbiorem stanow;

— s € Q jest wyrézinionym stanem poczgtkowym;
— F C Q jest zbiorem standow akceptujgcych;

— 0:Q x A— P(Q) jest funkcjq przejscia.

Jesli H = (A,Q,qs,9, F) jest FA oraz dla dowolnego a € A oraz ¢ € Q
card(6(q,a)) < 1, to H jest automatem deterministycznym. Wéwczas funk-
cje przejscia mozna opisaé jako funkcje czesciowa: § : QX A — Q). Automaty
skoniczone czesto reprezentuje sie w postaci grafu, w ktérym wierzchotki sym-
bolizujg stany, stan poczatkowy jest zaznaczony strzatka, stan akceptujacy
jest wyrdzniony przez podwdjne kotko a strzalki pomiedzy stanami opisuja
funkcje przejscia na literach reprezentowanych przez etykiety tych strzatek.

Nastepnie zdefiniujemy indukcyjnie uogélniong funkcje przejscia 6, ktéra

opisuje zachowanie automatu, ktory w stanie g zaczyna czytaé stowo w:

§:Q x A* — P(Q), gdzie:
0(g,e) = {a}
oraz dla dowolnego w € A*ia € A §(q,wa) = |J (¢, a).
q7'€8(q,w)

Jezyk rozpoznawany (akceptowany) przez FA H to zbiér takich stéw nad

alfabetem A, ktére sa akceptowane przez H, czyli:

L(H) ={w e A" : §(¢s,w) N F # 0}.
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Jezyk L C A* jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje FA H taki,
ze L = L(H). Co wigcej wiadomo, ze deterministyczne oraz niedetermini-
styczne automaty skonczone rozpoznaja dokladnie te sama klase jezykdw

(jezyki regularne).

3.2.1. Przykfady

Opiszemy kilka prostych przyktadow jezykéw regularnych wraz z akcep-
tujacymi je automatami skonczonymi.

Niech A = {a,b} i rozwazmy jezyk L; = A*. Ly = L(Hy), gdzie
Hy = (Q1,q1s, F1,61) taki, ze: Q1 = {qis}, F1 = {q1s}, d1(q1s,a) = qis
oraz 61(q1s,b) = q1s-

Niech Ly = 0); wéwcezas Lo = L(Hs), gdzie Hy = (Q2, q2s, Fo, 62) taki, ze:
Q2 = {qs}, F» =0, 02(qos, a) = qas oraz 02(qas,b) = qas.

Niech L3 = {e}; wowczas Ls = L(Hs3), gdzie H3 = (Qs3, qss, F3,03) taki,
ze: Q3 = {a3s,q31}, I3 = {a3s}, 03(g3s,1) = g31 oraz d03(gs1,9) = gs1 dla

i=a,b.

Rysunek 1. FA akceptujace L1, Lo oraz Ls.

a,b

a,b a,b
8 ok

Niech symbol n,(w) oznacza liczbe wystapien litery x w stowie w. Opisze-
my teraz jezyk, w ktorym wystepuja tylko stowa o réznej, co do parzystodci,
liczbie wystapien liter a i b. Zatem Ly = {w € A* : ng(w) # np(w)(mod2)}.
Ly = L(Hy), gdzie Hy = (Q4, Qus, Fu,04) taki, ze: Q4 = {qus,qu}, Fy =
{aa1}, 64(qus,7) = qu1 oraz 64(qa1,%) = qus, dla i = a,b.

Rysunek 2. FA akceptujacy L4 = {w € A* : ng(w) # np(w)(mod?2)}.

a,b

Zauwazmy, iz jezyk ten mozemy opisac inaczej jako zbioér wszystkich stow

o nieparzystej dlugosci nad alfabetem binarnym.
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3.2.2. Prosta struktura nawiasowa i lemat o pompowaniu

Jezyki regularne to jezyki akceptowane przez automaty skonczone. Nie
wszystkie jezyki sg regularne, do rozpoznania niektérych nie wystarcza skon-
czona pamieé, jaka dysponuja FA. Przykladem sg jezyki zawierajace w sobie
prosta strukture nawiasowa Ly = {["|" : n > 1}. Slowa tego jezyka moga
by¢ dowolnie dlugie, a ich rozpoznawanie polega na zapamietywaniu lewych
nawiaséw i sprawdzaniu czy prawych nawiaséw jest dokltadnie tyle samo.
Stowo tego jezyka moze zaczynaé sie od dowolnej liczby lewych nawiaséw
wiec odpowiedni automat musi zapamieta¢ dowolng liczbe n. Do tego za-
dania potrzebujemy maszyn z pamiecia, ktéra pozwala na zapisanie liczby
przeczytanych symboli ,[”. To umozliwia pézniejsze poréwnanie jej z liczba
symboli ,]”. Automat skoficzony o k stanach moze zapamietaé tylko liczby

mniejsze od k. Precyzyjnie ten stan rzeczy ukazuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. (Lemat o pompowaniu dla jezykow regularnych) Dla do-
wolnego mieskonczonego jezyka reqularnego L C A* istnieje liczba naturalna
n taka, Ze dla dowolnego stowa o € L, jesli lh(a) > n, to istniejg x, vy,
z € A* takie, ze:

1. a=1zyz

2. y#e

3. Ih(zz) <n

4. Dla kazdego k > 0 cigg xy*z réwniez nalezy do L.

Dowéd twierdzenia Zalézmy, iz L jest jezykiem regularnym. Za-
tem L = L(H) dla pewnego skonczonego deterministycznego automatu
H. Zalézmy, ze H ma n stanéw i rozwazmy dowolne stowo «, takie, ze
lh(ar) > n. Na przyktad niech o = ajas. .. ap,, gdzie m > n oraz dla kazde-
goi=0,...,m a; € A. Nastepnie dla ¢ =0, ...,n definiujemy stan p; jako
ten, ktory jest osiaggany przez H po przeczytaniu pierwszych ¢ liter a. Zatem
pi = 6(qs,aras . ..a;), gdzie § jest funkcja przejécia automatu H a g, jego
stanem startowym.

Na mocy zasady szufladkowej Dirichleta jest niemozliwe, aby byto n + 1
roznych stanéw p; dla i =0, ..., n. Zatem jest tylko n réznych stanéw, czyli
mozemy znalezé dwie liczby calkowite ¢ oraz j, takie, ze 0 < 7 < j < n
oraz p; = p;j. Mozemy wiec podzieli¢ a na trzy czesci x, y, z tak, aby byly
spelnione warunki:

1. a=zyz.

2. r=aay...aq.

3. Y =ait10;y2...0a;4.
4

Z=0j410j42...0m.
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Rysunek 3. Kazde slowo dluzsze niz liczba stanéw automatu powoduje, iz musi on

wracaé do jakiegos stanu.

r=ai...a; £ =0a5j41...-0m

Y= aQiy1...0a5

Zatem, czytajac x H przechodzi do p;, a nastepnie czytajac y przechodzi
z p; z powrotem do p;, gdyz p; = p; i dopiero po przeczytaniu z konczy
analizowa¢ « i przechodzi w stan akceptujacy.

Teraz wystarczy rozwazyé¢ sytuacje, w ktérej H analizuje stowo xy*z
dla dowolnego k£ > 0. Jedli £ = 0, to H przechodzi ze stanu startowego
qo = po do p; po przeczytaniu x. Jako, ze p; to ten sam stan, co p;, to H po
przeczytaniu z znajduje si¢ w stanie akceptujacym. Zatem H akceptuje xz.

Jedli £ > 0, to H przechodzi z gy do p; po przeczytaniu x, nastepnie
wykonuje k razy petle z p; do p; na slowie y*. Potem przechchodzi do stanu
akceptujacego po przeczytaniu z. Zatem dla dowolnego k > 0 H akceptuje

réwniez stowo zy*z. Zatem zyFz € L. O

Przyktadem jezyka, ktory nie jest regularny, poniewaz zawiera w sobie
strukture nawiasowa, jest zbiér wszystkich poprawnie zbudowanych wyrazen
rachunku zdan. Problemem jest tutaj opis gramatyki spdéjnikéw dwuargu-
mentowych, w przypadku ktérych poprawnos¢ formutly zalezy od popraw-
nego rozmieszczenia nawiaséw. Innym takim jezykiem nieregularnym jest
jezyk polski, w ktérym wystepuja konstrukcje gramatyczne typu ,,jesli ...,
to”, albo ... albo” oraz zwiazki gramatyczne pomiedzy podmiotem i orze-
czeniem, o ktérych mozna my$le¢ jak o obligatoryjnej zaleznosci pomiedzy
wyrazeniami.

Dyskusja nad regularnoscia gramatyk jezykéw naturalnych byta jed-
nym z wazniejszych tematéw w poczatkach lingwistyki matematyczne;j.
Noam Chomsky pokazal, ze jezyk angielski nie jest jezykiem regularnym
[Chomsky 1957]. Wezmy na przyklad fragment jezyka angielskiego sklada-

jacy sie ze zdan:

The cat died.

The cat the dog chased died.

The cat the dog the rat bit chased died.

The cat the dog the rat the elephant admired bit chased died.

Ll e
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Powyzsze zdania sa postaci:
(noun phrase)”(transitive verb)"~! intransitive verb

Jezyk L = {a"b" " lc:a € NP,b € TV,c € ITV}, gdzie NP — noun phrase,
TV — transitive verb, IT'V — intransitive verb, nie jest oczywiscie regularny

na mocy lematu o pompowaniu.

3.3. Automaty ze stosem

Definicja 2. Niedeterministyczny automat ze stosem (PDA) jest to struk-
tura postaci (A, X, #,Q, qs, F,0), gdzie:

— A jest alfabetem wejsciowym;

— X jest alfabetem stosu;

— £ jest symbolem poczgtkowym stosu;

— @ jest skoriczonym zbiorem stanow;

— g5 € Q jest wyrdzinionym stanem poczgtkowym;

— F C Q dowolny zbidr stancw akceptujgcych;

— 0:Qx (AU{e}) x X — P(Q x X*) jest funkcjq przejscia. Pojedyriczy
krok obliczenia oznaczymy nastepujaco: (g, a,n) A, (p,7), jesli (p,~y) €
d(q,a,n), gdzie g,p € Q,a € A,n € X, € ¥*.

Jesli H = (A, X, #,Q,¢s,44,9) jest PDA oraz dla dowolnego a € A,
g€ QiveXcard(d(qg,a,v)) <1id(ge,vy) =0, toH jest automatem
deterministycznym (DPDA). Wéwczas funkcja przejscia moze byé opisana
jako funkcja czesciowa d : Q x A X ¥ — @Q x X.

Jezyk rozpoznawany przez PDA H to zbior stéw w nad alfabetem A,
ktoére sa akceptowane przez H, tzn. H zaczynajac czyta¢ w w stanie starto-
wym qp z pustym stosem konczy prace w stanie akceptujacym p € F. Jedli
ponadto stos jest pusty po przeczytaniu w, to powiemy, ze H akceptuje przez
pusty stos.

Powiemy, ze jezyk L C A* jest bezkontekstowy, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje PDA H, taki, ze L = L(H).

PDA akceptuja szersza klase jezykéw niz DPDA. Jezyk ztozony z samych
palindroméw jest bezkontekstowy, lecz nie istnieje DPDA, ktéry go rozpo-
znaje. Dla niedeterministycznych automatéow ze stosem akceptowanie przez
stan akceptujacy oraz przez pusty stos jest réwnowazne. Natomiast deter-
ministyczne automaty ze stosem (DPDA) akceptuja wicksza klase jezykéw
przez stan akceptujacy niz przez pusty stos, np. L = {0”1k ck < n} jest

akceptowany deterministycznie, lecz nie przez pusty stos.
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Klasa jezykow bezkontekstowych jest oczywiscie szersza niz klasa jezy-
kéw regularnych. Jezyk Ly = {["]™ : m € w}, o ktérym wiemy, ze nie
jest regularny, jest bezkontekstowy. Aby to wykazaé¢ wystarczy skonstru-
owa¢ PDA H, taki, ze Ly = L(H). Niech H = (A,3,#,Q, s, I, §), gdzie
A={[]} =%, Q@ ={gs,91,94a}, F = {q.} a funkcja przejscia jest okreslo-
na nastepujaco:

— (g5 [ #) 5 (s #])

(

(

(5], # ) =5 (g2, )
— (e #) 5 (qare)

(

(

(

a,1,]) 5 (g.€)

— (a1, L #) 5 (2.¢)

H rozpoznaje Ly, czytajac stowo od lewej do prawej i zapisujac na stosie
napotykane ,[”. Po znalezieniu pierwszego ,,|” H zdejmuje z wierzchu stosu
»[7, kiedy czyta ,|”. Jedli po przeczytaniu calego stowa stos jest pusty, to
H akceptuje to stowo. Zatem H akceptuje tylko stowa, ktore zawierajg taka
sama liczbe lewych i prawych nawiasow.

Ograniczenia dla jezykéw bezkontekstowych opisuje odpowiednia wersja
lematu o pompowaniu. Wynika z niej, ze jezyk Lape = {a®b¥cF : k > 1} nie

jest bezkontekstowy.

Twierdzenie 2. (Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych)
Dla dowolnego jezyka bezkontekstowego L C A* istnieje liczba naturalna k,
taka, Ze dla dowolnego w € L, jesli lh(w) > k, to istniejg (1, B2, V1,72,
takie, zZe:

—m#FeVRFeE

— w = Gimnyefe
— dla dowolnego m € w: Bi1vy*nyy' B2 € L.
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4. Kwantyfikatory monadyczne

Wiele kwantyfikatoréw w jezyku naturalnym nie jest definiowalnych srod-
kami logiki elementarnej. W logice pierwszego rzedu nie jest wyrazalna na
przyktad parzystos$é czy skonczonosé liczby elementéw, ktére spetniajg dana
formute. Wlasnosci te mozemy wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu rozszerzo-
nej o dodatkowe kwantyfikatory. Pojecie kwantyfikatora uogélnionego zosta-
lo wprowadzone przez Andrzeja Mostowskiego [A. Mostowski 1957], ktory
badatl rozszerzenia logiki elementarnej o kwantyfikatory takie, jak ,istnie-
je nieprzeliczalnie wiele” czy ,istnieje nieskonczenie wiele”. Kwantyfikato-
ry badane przez A. Mostowskiego wigzaly jedng zmienng w jednej formu-
le. Ogdélniejszy opis kwantyfikator6w podal P. Lindstrom [Lindstrém 1966].
Zgodnie z jego definicja kazda strukturalna wtasnosé modeli nad jakim$ usta-
lonym stownikiem wyznacza interpretacje pewnego kwantyfikatora. Richard
Montague zainicjowal badania nad semantyka jezyka naturalnego przy wy-
korzystaniu pojecia kwantyfikatora uogélnionego [Montague 1970]. Pojeciu
kwantyfikatora uogdlnionego i jego uzytecznosci w opisie lingwistycznym po-
Swiecono wiele prac (zob. np. [van Benthem 1986], [Barwise, Cooper 1981],
[M. Mostowski 1994], [Westerstahl 1989]). Ponizej ograniczamy si¢ do roz-

wazania kwantyfikatorow monadycznych w modelach skonczonych.

Definicja 3. Niech K bedzie domknietq na izomorfizm klasqg modeli postaci
(U, Ry,...,R,), gdzie U # 0 oraz R; C U, dla i=1,...,n. K wyznacza
interpretacje monadycznego kwantyfikatora Qr . Dla dowolnego modelu M

oraz wartosciowania a w M zachodzi:

M Qra(p1(2), ... pn(x)a] <= (M|, ... 0} € K,

gdzie |M| jest uniwersum modelu M, a @%@ to zbidr wyznaczony przez ¢
w M ze wzgledu na zmienng x przy wartoSciowaniu a. Kwantyfikator Qg

typu (1,1,...1) wigZe jedng zmienng pierwszego rzedu w n formutach. Zbior
—_——

n
formul logiki L(Qk) definiujemy przyjmujgc standardowe reguly tworzenia

formut dla logiki elementarnej oraz dodatkowo: jesli o1, ..., pn sq formula-
mi oraz x jest zmienng indywiduowq, to Qx(p1,...,en) jest formulq logiki
L(Q).

4.1. Przykfady
Kwantyfikator egzystencjalny (3) Dla dowolnego modelu M zachodzi:
M |= 3zp(z)[a] <= card(p®?) > 1 <= (|M|, pM*%) € Kg

Klase modeli Kg, ktora wyznacza interpretacje kwantyfikatora egzysten-

cjalnego okreslamy nastepujaco:
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Kg={(M|,R): RC [M|AR# 0}

Kwantyfikator ogélny (V)

M = Vap(z)|a] <= oM™ = |M| < (|M], oM"%) € K4,

Ka={(IM],R): R=|M|AR#0}.

Kwantyfikator parzystosci (D)
M = Dozg(x)[a] <= card(e™®?) jest podzielna przez 2 <=

— (|M|’SDM7$7&) € KD2’

Kp, ={(|]M|,R) : R C |M| A card(R) = 2k, gdzie k € w}.

Kwantyfikator podzielnosci (D,,)
M = Dyxo(z)[a) <= card(e %) jest podzielna przez n <=

= (|M|,p""") € Kp,,

Kp, ={(|]M|,R) : R C |M| A card(R) = kn, gdzie k, n € w}.

Istnieje dokladnie m (3=™)

M = I3 "zp(z)[a] <= card(p®?) = m <

< Jr1, .. Tm(p(@) A AP(Tm))AVZ(P(2) = 2 =21 V... V2 = 2p,),

Kg=m = {(|]M|,R) : R C |M| A card(R) = m}.

Wiegkszosé (W)

M = Wa(pi(2), pa(@))[a] <= card(p]"™ N gy > card(py ™" — 93" "%) =

— (’M‘7gpi\/[,x,&’@é\4,$,&) € Kw,

Ky = {(’M‘,Rl,Rg) R, Ry C ‘M’ /\CGT’d(Rl ﬂRg) > card(Rl — Rg)}
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Tyle samo co (TS)

M =TSz(pi(x),...on(z))a] <= card(goiw’m’a) = ... = card(pM®?) —=
= (|M], o)™ oM € Kopg,
Krs ={(|M|,Ry1,...,Ry): Ry,..., R, C|M|Acard(Ry) = ... =card(R,)}.
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5. Kwantyfikatory i obliczenia

5.1. Sktadowe

Klas¢ K¢ skonczonych modeli postaci {M,Ry,...,R,} mozna repre-
zentowa¢ za pomocy niepustego zbioru stéw Lg nad alfabetem A =
{ag,. .. ,asn_1}, takiego, ze: a € Lo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (U,
Ry,...,R,) € Kq oraz liniowy porzadek na U ={by,... by } taki, ze: lh(a)=k
oraz i-ta litera o jest réwna a; dokladnie wtedy, kiedy b; € S1 N...N Sy,
gdzie:

g R, jesli czedé catkowita 23—,1 jest liczba nieparzysta
l =
U — R; w przeciwnym przypadku

Zdefiniowane powyzej przeciecia S1 N ... N S, to tak zwane skladowe
modelu, litery ag, ..., asn_1 nazywaja te sktadowe. Powyzsza definicja méwi
tyle, iz i-ta litera slowa « jest réwna a; wtedy i tylko wtedy, gdy element
b; nalezy do j-tej sktadowej. Zatem stowo « opisuje w jednoznaczny sposob
model, to znaczy koduje informacje o tym, ktére elementy naleza do ktérych
sktadowych.

Dla zilustrowania powyzszej idei rozwazmy model M = (U, Ry, Rs),
gdzie U = {by,bo, b3, bs, b5}. Model ten bedzie reprezentowalo stowo apr =
apajaszasas nad alfabetem A = {ag,a1,a2,a3}, ktére méwi, ze element
bp € S1 =U—(RiURy), by € So9 = R — Ry, b3 € Sy = RN Ry, a
by, bs € S3 = Ry — Ry.

U
R

Rysunek 4. M = (U, Ry, R2)
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Teraz mozemy juz zdefiniowaé, co to znaczy, ze pewna klasa kwantyfika-

toréw jest rozpoznawana przez pewna klase automatow.

Definicja 4. Niech A bedzie klasqg automatow a Q klasg kwantyfikatorow
monadycznych. A akceptuje Q wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego mona-
dycznego kwantyfikatora Q:

(Q € Q < istnieje automat A € A (A akceptuje Lg)).

Dzigki powyzszym definicjom mozemy pyta¢ o ztozonos$¢ procedur rozpo-
znawania prawdziwosci zdan z kwantyfikatorami w modelach skoficzonych.
Odpowiedzi na tego typu pytanie jako pierwszy udzielil J. van Benthem (zob.
[van Benthem 1986]), ktéry pokazal miedzy innymi, ze skoniczone automaty
bez powrotéw akceptuja klase wszystkich kwantyfikatorow definiowalnych w
logice elementarnej (FO). Wyniki badan nad semantyka obliczeniowa kwan-
tyfikatorow monadycznych zostaty uogdlnione i uporzadkowane w pracy M.
Mostowskiego (zob. [M. Mostowski 1998]).

5.2. Logika podzielnosci a automaty skonczone

Lemat 1. Niech Q bedzie kwantyfikatorem typu (1) wigZgcym zmienne
pierwszego rzedu. Wtedy:
1. Jesli ¢ jest formulq, w ktdrej nie ma wolnych wystgpiert zmiennej x,
to: = ((p A Qaap) = (0 A Qu(p At))).
2. Jesli ¢ jest  bezkwantyfikatorowa, to  istniejg  formuly
at,...,0p,01,...,0r takie, zZe: dla © = 1,...,k «a; jest boolow-
skqg kombinacjg formul atomowych nie zawierajgcych —wystgpien
zmiennej x, [; jest boolowskq kombinacjg formut atomowych
zawierajgeych  przynajmniej jedno wystgpienie zmiennej T  oraz:

EQro= (a1 ANQxfSr) V...V (ax A Qxfy).

Dowéd lematu

1. Dla dowolnego M (przy ustalonym warto$ciowaniu dla pozostaltych
zmiennych poza zmienna x) zachodzi: albo M |= ¢ albo M [~ . Je-
sli M = ¢, to obie strony réwnowaznosci sa w M falszywe wiec cala
réwnowazno$¢ jest prawdziwa. Jesli M = ¢, to ¢ oraz ¢ A p sa w M
réwnowazne.

2. Niech ¢ ;=11 V... V1 bedzie alternatywno-koniunkcyjng postacia for-
muty . Niech vy, ..., vy - wszystkie atomowe podformuty ¢ bez zmien-
nej T a aq,...,agm sa postaci: o = =Wy AL A =My dla e
{1,...,m} — {0,1}. Wéwczas: Qzv) = ((aqa AQzp) V...V (ap AQx))).
Z poprzedniego punktu dla ¢ = 1,...,2™ mamy: E (o A Qavp) =
(i AN Qx(ay N)).
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Teraz ustalmy ¢ = 1,...,2". Dla j = 1,...s okreSlamy ¢3 nastepujaco:
jesli ¢; jest sprzeczne z o, 1/); = 1, w przeciwnym przypadku otrzy-
mujemy w;» usuwajq z 1; wszystkie literaly wystepujace w «;. Zatem
= (ai A ) = (o A B), gdzie: By = oLy, dla o # L

Woweczas, korzystajac z punktu pierwszego otrzymujemy: (o; A Qz3;) =

(s AN Qx(a; A B;)) = o A Q(ay A ).

O

Lemat 2. Kazda formuta ¢ logiki podzielnosci nad stownikiem monadycz-
nym jest rownowazna boolowskiej kombinacji formul bazowych:
— t =1/, gdzie t,t' — zmienne.
— Pw)
— Iz P.(x)
— MODFzP.(x), gdzie MODFzp(2) <= card({z : p(x)}) = k mod
n = Jri... Jr(Nic; Ti #F 25 A (@) A A () A Dp(p(n) Ao #
TIN . NTF )

Dowéd lematu

Pomijamy kroki indukcyjne dla kwantyfikatoréw pierwszego rzedu (zob.
[Presburger 1929]). Mozemy zalozy¢, ze formula z ktérej eliminujemy kwan-
tyfikator D,, spelnia zatozenia lematu 1. Musimy pokazaé, iz woéwczas Dy,
gdzie ¢ jest boolowska kombinacja formut bazowych, réwnowazna jest pew-
nej formule, ktéra réwniez jest kombinacja boolowska formut bazowych. Na
mocy poprzedniego lematu wystarczy rozwazy¢ a A D,z 3, gdzie o jest mak-
symalna niesprzeczng koniunkcja formul postaci t; = t;,t; # t;, P-(t;) oraz

pewnego zdania 1. Wtedy [ jest postaci:

\/(x:tj/\t{ #x/\.../\tf;j #z AP, (1))
J

Przy czym tq,...,t, wszystkie zmienne w tej formule rézne od z. Wowczas:

1. Jesli w B wystepuje czlon postaci x = #/, to w o musi wystapi¢ formuta
postaci P, (ti ), poniewaz « jest maksymalna. Mozemy zatem zalozy¢, ze
jesli w 3 wystepuje czlon postaci z = t/, to w 3 jest tylko formula tej
postaci.

2. W (8 moga by¢ takze cztony t{ % xdlai=1...a,takie, ze w o wystepuje
czton: P (ti ), gdzie ¢’ # ;. Kazdy taki czlon mozna pominaé, bowiem
dla ' # €; z tego, ze P.,(x) oraz Pgl(tg) wynika logicznie, iz = # tf

3. Ponadto mozemy zalozy¢, ze jezeli pewien czton 3 nie zawiera wyrazenia

postaci x = 1/, to musi zawiera¢ formul¢ w postaci: P, (x), poniewaz

B=V P, (x)AB.
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Pozostaje nam wiec rozwazy¢ 3 w postaci:
(x=t)V..Ve=tivyV...Vy),

gdzie ; jest postaci: (£} # x A...A ti,i # x A P.,(z)). Ponadto mozemy
zalozyé, iz a zawiera czlony t; #ti dla j # k oraz P, (ti) Wowcezas o A

D,z réwnowazna jest a A w, gdzie m méwi, ze n dzieli liczbe:
w
Z card({z : P.,(x)}) — ki + s).
i=1

Zatem
w

= Z(card{x : P..(xz)} — k;) = d(modn)

A to jest rownowazne formule:
\/ /\(card{x : P ()} — ki) = f(i)(modn)),
feFi=1

gdzie:
F={f:{1,...,w} —>{0,...,n—1}:tzw:f(i) = d(modn)}.

Co jest rownowazne:

\/ /\ card{z : P.,(z)} = f(i) + ki(modn) <= MODIO+kizp_ (1)
feFi=1

Znalezliémy wiec dla formuly Dnxp(z) réwnowazna jej formule a A ,
bedaca boolowska kombinacja formul bazowych: ¢ = ', P.(z), 3%z P.(z),
MODFzP.(z), co kohczy dowdd. O

Definicja 5. Niech A = (Q4, ¢, 64, F4), B = (QF,¢P, 6%, FP) - automa-
ty deterministyczne nad alfabetem . Funkcja h : Q4 — QP jest homo-

morfizmem automatu A w B, jesli spelnione sq nastepujgce warunki:

— h(gd) =4F
— dla dowolnych q,¢' € Q4,a € [5A(q, a) =q¢ = §8(h(q),a) = h(q")]
— FA=h"1(FB),

Lemat 3. Niech A, B automaty deterministyczne nad alfabetem . Wow-
czas, jesli istnieje homomorfizm z A w B, to L(A) = L(B).

Dowdéd lematu

Niech h bedzie homomorfizmem z A w B.
Fakt 1. Vg € Q¢ € Q*Va € 2*[64(q,0) = ¢ = 0B(h(q), ) = h(¢')]
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Zalézmy indukcyjnie, ze: 64(g,a) = ¢ = 0B(h(q),a) = h(¢)) oraz
64(q,aa) = ¢". Wiemy, ze 64(q,o) = ¢ wiec 6B(h(q), ) = h(¢'). Ponad-
to poniewaz A jest automatem deterministycznym 64(q’,a) = ¢”. Zatem
6B(h(¢'),a) = h(q") wiec 6B(h(q),aa) = h(¢") co konczy dowdd faktu.

(C) Przypuéémy, ze o € L(A). Wtedy 64(¢d,0) = ¢ € FA wiec
6B(h(¢?),0) = h(q') € FB, cayli 6B(¢5,0) = h(q') € FB. Zatem a € L(B).

(D) Przypusémy, ze o € L(B). Wtedy 64(¢2, o) = ¢ wiec 08(gs)?, ) =
h(q'). Z zalozenia h(q') € FP oraz ¢’ € h"\(FB) = FA. Zatem o € L(A).

U

Rozwazmy teraz automat skonczony A = (S, 94, so0, Fa) nad alfabetem
¥ = {0, 1}, ktéry jest przedstawiony na ponizszym rysunku. Automat taki
nazwiemy (k,n,p,m) — automatem. Zbiér standéw automatu S = {s;; : i <

n,j < m}, funkcja przejscia jest okreslona nastepujaco:

5( 1) Sij+1 jesli j <m —1
sii, 1) =
Y sip  jeslij=m—1

siy1; jeSlit<n—1
8(sij,0)=¢ T
s jeslij=n-—1
Zbiér stanéw akceptujacych zostanie zdefiniowany pézniej.

Rysunek 5. (k,n,p,m) — automat A

1 1 1 1
@ Sop 1 S0m—1
0 0 0
0 0 0
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Lemat 4. Kazdy domkniety na permutacje jezyk reqularny nad alfabetem

¥ ={0,1} jest rozpoznawany przez jakis (k,n,p,m) — automat.

Dowéd lematu Niech L bedzie dowolnym domknietym na permutacje
jezykiem regularnym oraz = - réwnowazno$¢ syntaktyczna na ¥* wyzna-
czona przez L (tzn. a =p f <= Vy € X*(ay € L <= fy € L)). Niech A
bedzie (k,n,p,m) — automatem, gdzie k najmniejsze takie, ze istnieje n # k
o tej wlasnosci, ze 0" ~, 0%, za$ n jest najmniejsze takie, ze n > k oraz
zachodzi 0" ~, 0*. Ponadto, p najmniejsze takie, ze istnieje m # p o tej
wtasnosci, ze 1™ =, 1P, za$ m jest najmniejsze takie, ze m > p oraz zachodzi
1™ ~p 1P,

Okreslamy My = (X%/ =, e~ 0m,, Fu,), gdzie Oa, ([0]x,,0) =
[abl~, oraz Fp, ={X € ¥*/ ~1: X C L}.

Niech teraz f : S — X*/ =~ bedzie dana wzorem: f(s;;) = [0°17],
dla i < n,j < m. Zbidr stanéw akceptujacych automatu A okreslimy jako
Fa= f(Fuy).

Wystarczy pokazaé teraz, ze f jest homomorfizmem automatu (A, F') w

My, W tym celu sprawdzamy, czy f speinia wszystkie warunki definicji:

— f(s00) = [e]~,

— Pokazemy teraz, ze dla dowolnej litery a € X oraz stanéw ¢,q € S,
jesli 04(q,a) = ¢, to o, (f(q),a) = f(¢'). Wykazemy to dla a = 0,
rozumowanie dla a = 1 jest bardzo podobne. Kazdy stan z S jest postaci
sij dla i < n,j < m. Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki:

Przypadek i < n —1 Woéwczas d4(sij,0) = sij115 oraz dar, (f(si5),0) =
5113 (0], 0) = [0'10], = [07117], = Fsiny).

Przypadek i =n — 1 Woéwczas da(sp—15,0) = sij. Z zalozenia ma-
my 0" ~; O0F wiec réwniez 0%j7 =~ 0F17 skad otrzymujemy
O, (f(sn-17),0) = 01, ([077F, V], 0) = [0 1170}, = [0"V]x, =
[0717]~, = f(sk5)-

Pokazaliémy wiec, ze f jest homomorfizmem odpowiednich automatéw.

Wiemy, ze L = L(Mp), zatem z lematu trzeciego wnioskujemy, iz

L(A) = L(My) = L. O

Twierdzenie 3. ([M. Mostowski 1992]) Kwantyfikator monadyczny @
jest definiowalny w logice FO(D,,) <= Lq jest rozpoznawany przez auto-

mat skonczony.

27



Dowéd twierdzenia

Podajemy dowdd za [M. Mostowski 1992] jedynie dla kwantyfikatoréw
typu (1). Ogdlna konstrukcja rézni sie jedynie stopniem zlozonosci i nie
wymaga zadnych nowych idei.

[<=] Niech @ bedzie kwantyfikatorem typu (1) takim, ze Lq jest jezy-
kiem regularnym domknietym na permutacje. Wéwczas istnieje (k,n,p,m)
— automat A = (5,0, sgo, F') nad alfabetem binarnym, ktéry akceptuje Lg.

Teraz dla QxP(xz) musimy znalezé formule ¢ logiki L(D,,) w jezyku z
jednym predykatem P taka, ze formuly QxP(x) i v sa semantycznie réwno-
wazne. W tym celu dla kazdego s;; € S definiujemy formutle 1;; o nastepu-

jacym znaczeniu:

— Dla i < k,j < p: istnieje dokladnie j x-6w spelniajacych ¢(x) oraz
doktadnie i x-6w spelniajacych —p(z)”.

— Dla i < k,j > p: ,liczba z-éw spelniajacych ¢(x) minus p przystaje do
j — p modulo m — p oraz jest dokladnie i z-6w spelniajacych —p(x)”.

— Dla i > k,j < p: ,istnieje dokladnie j z-6w spelniajacych ¢(x) oraz
liczba x-6w spelniajacych —@(x) minus k przystaje do i — k modulo
n—k.”

— Dla i > k,j > p: ,iczba z-6w spelniajacych ¢(x) minus p przystaje
do j — p modulo m — p oraz liczba z-6w spelniajacych —¢(z) minus k

przystaje do ¢ — k modulon — k. ”

Formula: ,istnieje dokladnie n x-6w spelniajacych ¢(z)”’ jest oczywiscie
wyrazalna w logice elementarnej (FO). FO < L(D,,) wigc formula ta jest
rowniez wyrazalna w logice podzielnosci. Natomiast formute o tresci: ,,Liczba
x-6w spelniajacych ¢ (z) minus p przystaje do j—p modulo m—p” wystowimy

w L(D,,) nastepujaco:

Jzi .. Fxi(p() A A () A /\ '(:ca#xb) A

A Do py(y # x1 Ao ANy # 25 A p(y)).

Szukane 1) jest alternatywa wszystkich v;; takich, ze s;; € F', poniewaz

nastepujace warunki sa rownowazne:

M =1

dsij € F (M = ij)

dsi5 € F [6%(s00, anr) = sij]
A akceptuje ayy

M k= QuP(a)

ARl o
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[=] W dowodzie tej implikacji wystarczy wykazaé, iz kazda formula
logiki podzielnosci jest réwnowazna boolowskiej kombinacji formutl uzytych
w dowodzie poprzedniej implikacji. W tym celu skorzystamy z lematu 2.

Niech v bedzie formulg logiki podzielnoéci definiujaca kwantyfikator Q.
Wiemy woéwczas, ze ¢ jest rownowazna boolowskiej kombinacji formut ba-
zowych «. Zalézmy, ze « jest w postaci DNF. Jako, ze a jest zdaniem to
wystepuja w niej tylko formuty postaci 3=*zP.(x) oraz MODzP.(x), po-
niewaz mozemy zastapi¢ w « z zachowaniem réwnowaznosci:

~MODFzP.(z) przez: \/ MOD; zP.(z)
i€{0,..n—1};i#k

oraz
-3 %z P.(z) preez 372 P.(x) V... v IT 1z P (z) v 3P (2)

Co wiecej o tej samej sktadowej moga by¢ prawdziwe tylko dwie formuty:
albo MOD! xP.(x) albo 3%z P.(x) dla pewnego [ € w.
Niech

je = max{j : Iz P.(x) lub 372 P.(z) wystepuje w a}
Zdania w postaci 3%z P.(z) takie, ze i < j. zastepujemy przez:
=g P(z) v IT P (z) V... v Il P (2) v 32 P()

W kazdym czlonie alternatywy mamy wiec albo 3I='zP.(z) albo
32Jeg P.(x) AMODEzP.(x). (Jeéli w danym czlonie nie ma zadnej informacji
o ¢, to dodajemy /1= MOD},xP.(z)). Formula a definiujaca kwantyfikator
Q jest wiec takiej samej postaci jak formuta i z dowodu pierwszej implika-
cji. Zatem jedli @ jest typu (1), to automat skoficzony rozpoznajacy L¢ jest
(k,n,p,m) — automatem, gdzie k = j. a p = jo dlae =0 oraz & = 1.

Uwaga Aby uogdlnié¢ powyzszy dowdd na wszystkie kwantyfikatory mo-
nadyczne o k argumentach wystarczy rozwazyé¢ 2F-wymiarowy automat
(N1, ... Nk, P1, -, Pok), gdzie dla i = 1,... 2F . n;,p; sa najmniejszymi
liczbami naturalnymi takimi, ze: b" ~ b*, gdzie b; jest i-tym symbolem
alfabetu.

O

5.3. Kwantyfikatory akceptowane przez automaty ze stosem

Nie wszystkim kwantyfikatorom odpowiada zbiér stéw, ktéry jest regu-
larny. Rozpatrzmy na przyktad kwantyfikator ,wiekszo$¢”, ktéry jest wy-

znaczony przez klase modeli:
Ky = {(|M|,R1,R2) :R1,Ry C |M| A\ CaTd(Rl N Rg) > CCLTd(Rl — Rg)}
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Kyw mozna opisac jako jezyk bezkontekstowy Ly nad alfabetem A =

{ap,a1,a2,a3} (zob. rysunek 4) w nastepujacy sposob:
Ly ={a € A" : ngy(a) > ng, () }.

Do rozpoznania prawdziwosci zdan z kwantyfikatorem ,,wiekszo$¢” w mode-
lach skoficzonych potrzebujemy wiec automatu ze stosem, ktéry akceptuje
Jezyk L.

Pojawia sie pytanie jaka klasa kwantyfikatoréw odpowiada automatom ze
stosem. Dla czesciowej odpowiedzi na to pytanie przyjrzyjmy sie kwantyfika-
torom jako relacjom na liczbach naturalnych. Niech @) bedzie kwantyfiakto-

rem monadycznym typu (1,1,...1); woéwczas @ moze zostaé jednoznacznie
————

n
opisany przez 2" argumentowa relacj¢ Rg o argumentach ze zbioru liczb

naturalnych zdefiniowana nastepujaco:

RQ:{(SQ,...,SQn_l):HM:(U,Rl,...,Rn) GKQVjG {O,...,Qn—l}

Jj-ta sktadowa M jest mocy s;}
7 drugiej strony kazda 2"-argumentowa relacja na liczbach naturalnych

nie zawierajaca wektora zerowego w jednoznaczny sposéb determinuje kwan-

tyfikator monadyczny @ typu (1,1,...1), taki, ze R = Rg. Van Benthem
| —

rozwazal klase wszystkich kwantyﬁl?atoréw wyznaczanych przez relacje ele-
mentarnie definiowalne w strukturze (w, +), ktére nazywal kwantyfikatorami
addytywnie definiowalnymi [van Benthem 1986]. Relacje addytywnie defi-
niowalne to relacje polliniowe (zob.: [Ginsburg, Spanier 1966]), czyli skon-

czone sumy tak zwanych relacji liniowych postaci:

S={(z1,...,2m) €W 321, ..., z[(21, ..., Tm) =
= (al,...,am)—|—zl(b11,...,b1m)—|—...—{—zk(bk1,...,bkm)]}

Dlatego w literaturze kwantyfikatory addytywnie definiowalne okredla si¢
tez jako kwantyfikatory poétliniowe (zob. [M. Mostowski 1998]). Opis kwan-
tyfikatorow monadycznych jako relacji na liczbach naturalnych pozwala na

sformutowanie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. ([van Benthem 1984]) Automaty ze stosem akceptujg
potliniowe kwantyfikatory typu (1).

W dowodzie skorzystamy z twierdzenia Parikha.

Twierdzenie 5. ([Parikh 1961]) Jesll L C {ay,...,a,}" jest jezykiem

bezkontekstowym i kazdemu stowu o € L przypiszemy < by, ..., b, > tak,
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ze dla 1 <1i < n b; jest liczbg wystgpien litery a; w stowie «, to powstaly w

ten sposob zbior wektorow postaci < by, ...,b, > jest potliniowy .
Wykorzystamy réwniez nastepujacy fakt:

Lemat 5. Niech L C A*, gdzie b & A, bedzie jezykiem bezkontekstowym.
Wowczas jezyk L' = {abB : a, 8 € L} jest tez jezykiem bezkontekstowym.

Dowdéd lematu Zatézmy, ze L C A* jest jezykiem bezkontekstowym.
Zatem istnieje PDA H = (A, %, #,Q x {0,1},¢s, F,0), taki, ze L = L(H).
Woéwezas PDA H' = (AU {b}, X, #,Q x {0,1} U {q},qs, F,0'), gdzie
§ =8U{Ma € (SU#)) Vg € Q (b, (q,0),a) 25 ((¢,1),0)} U {Va €
(SU{#) Vg€ Q3 (b,(a.1),a) - (gra)} UVa e (SU{#)) Vge Q Vee
(AU{b})d (¢, qp,a) 7, (gp, a)} akceptuje L' . O

Dowéd twierdzenia 4
(=) Niech @ bedzie kwantyfikatorem akceptowanym przez pewien PDA
H. Wéwczas na mocy twierdzenia Parikha istnieje relacja R/, taka, ze Q =

QR oraz R’ jest suma relacji postaci:

S={(z,y) €w?:3z1,..., 2 €w|(x,y) = (¢,d)+21 (a1, b))+ . .+2zx(a, bp)]}

(<) Zalézmy, ze ' = Qg dla pewnej relacji péliniowej R', ktéra jest
skoniczong suma relacji liniowych S dla pewnych ustalonych liczb natural-

nych a;, b;, c, d:
S ={(z,y) € w?:3z1,... ., Ew [(z,y) = (¢, d)+2z1(a1,b1)+. . .42k (ak, b))}

Poniewaz jezyk bedacy skonczona suma jezykow bezkontekstowych jest bez-
kontekstowy wiec wystarczy zdefiniowaé PDA H rozpoznajacy QQg. Co wie-
cej, z uwagi na lemat 5. mozemy zalozy¢, ze (c,d) jest wektorem zerowym.
Niech H = (A, X, #, P, qs, F, ), gdzie: A = {0,1}, ¥ = {0,1} x {1,...,k},
P = {0} x ({0, a5 — 1} x (1) UL} x ({1, b — 1} x (1) U {a.}-

Automat H akceptuje przez pusty stos a funkcja przejscia jest okreslona

nastepujaco:

— (0,qs, # )i([O1]],#)dlajzl,...,korazaj>1;

— (0,qs,# )i([OOl],#( j)) dlal=1,...,k, aj =1 oraz b; # 0;
— (0,qs,#) 25 ([0,0,1,#) dlal =1,... .k, a; = 1 oraz b; = 0;

— (1,¢qs,#) — A, ([1,1,4],#) dla j =1,...,k oraz b; > 1;

— (1,qs, #) =5 ([1,0,1], #(0,7)) dla L = 1,...,k, bj = 1 oraz a; # 0;
— (1,45, # )i([o,ol],#)dlal:l,...,k,bjzlorazaj:o;

— (1,]0,0,1],(0,5)) 5 ([1,1,4],(0,7) dla l,j =1,... Kk, b; > 1;
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H

(1,10,0,1],(0,5)) =5 ([0,0,1],) dla l,j =1,...,k, b = 1;
(0,0,0,1], (1, 7)) =5 ((0,1,5],(1,/)) dla l,j =1,... .k, aj > 1;
(o,[ooz],( ))i([oou e)dlal,j=1,....k aj =1;
(0,[0,a; — 1,1], (0 ,m) ([0 0,1],(0,m)(0,4)) dlal,jm=1,...,k;
(0,[0,a; — 1,1],#) — ([OOl] #(0,75)) dlal,j,m=1,...,k;
(1,[1,b; —1l],(1, )) (1,1, (L,m)(L,5) dlal,j,m=1,....k
(1,[1,0; — 1,0, #) =5 ([1,1,0,#(1,5)) dla L, j,m =1,...,k;

O

Van Benthem sugeruje rowniez, iz do opisu semantyki obliczeniowej dla
kwantyfikatoréw w jezyku naturalnym wystarcza maszyny o mocy automa-
téw ze stosem [van Benthem 1986]. Latwo wskazaé kontrprzyklad dla takiej
hipotezy. Wystarczy w tym celu rozwazy¢ kwantyfikator ,tyle samo ..., co

..oraz tyle samo ...”. Kwantyfikator ten jest opisany przez klase:
Krs = {(|M|, Ry, R2, R3) : Ry, Ro, R3 C |M| A card(Ry) = card(Rsy) = card(R3)}

Odpowiada jej jezyk Lpg nad alfabetem A = {ay,...,a7}, taki, ze

Lrs = {a €A Na, (a) + Nay (a) + Nas (a) = Nay (a) + Nay (a) + Nag (a) =

= Nag (a) + Nas (a) + Nag (O‘)}

Korzystajac z lematu o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych ta-
two zauwazy¢, ze nie istnieje automat ze stosem rozpoznajacy jezyk Lrg.
Przeczy to oczywiscie hipotezie sformulowanej przez van Benthema. Wy-
daje mi sie, ze bardzo trudno znalezé jakiekolwiek gérne ograniczenie na
zlozonosé obliczeniows dla kwantyfikatoréw w jezyku naturalnym. Wraz z
uzywaniem jezyka ciagle uczymy sie postugiwaé coraz bardziej zlozonymi
pod wzgledem semantycznym konstrukcjami. Do jezyka naturalnego nalezg
nie tylko wyrazenia czesto uzywane w mowie potocznej, jak np. ,,pewien”,
Hkazdy”, kilku”, lecz takze semantycznie wyrafinowane konstrukcje stuzace
nam do uprawiania nauki. Ewentualne ograniczenia na ztozonos¢ konstruk-
¢ji semantycznych jezyka naturalnego moga zostaé¢ odkryte w ramach badan

nad zdolno$ciami obliczeniowymi mozgu.

5.4. Dane neurologiczne

Powyzsze logiczne ustalenia pozwalaja na sformutowanie pewnych hipo-
tez, dotyczacych procesu interpretowania przez ludzi zdan z kwantyfikato-
rami w skoniczonych modelach. Mozna przypuszczaé, ze w proces rozumie-

nia zdan z kwantyfikatorami definiowalnymi w logice podzielnosci nie jest
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zaangazowana pamie¢ operacyjna czlowieka, podczas gdy do zrozumienia
zdan z kwantyfikatorami o wigkszej ztozonosci obliczeniowej jest konieczne
skorzystanie z zasobéw takiej pamieci.

Metody badania neurofizjologicznego podtoza jezyka sg rozwijane co naj-
mniej od 1861 roku, kiedy to Paul Broca opisat pacjenta z trudno$ciami w
ekspresji mowy, u ktérego po Smierci zlokalizowano uszkodzenie w lewej p6t-
kuli mézgu. Niedtugo potem Carl Wernicke badal chorego z uszkodzeniami
lewej pétkuli i trudnosciami w rozumieniu mowy. Obserwacje te pozwolity
na okredlenie czeéci mozgu odpowiedzialnej za ekspresje mowy, tzw. okolicy
Broki oraz za rozumienie mowy — okolicy Wernickego. Od tamtego czasu
trwaja zaréwno obserwacje kliniczne pacjentéw z uszkodzeniami mézgu i
zaburzeniami w funkcjonowaniu jezykowym, jak i inne proby docierania do
neurofizjologicznego podtoza jezyka.

Obecnie dostepne sa techniki polegajace na wizualizacji nieuszkodzonych
obszaréw kory moézgowej, ktore odpowiadaja za postugiwanie sie jezykiem.
Do takich nieinwazyjnych technik neuroobrazowania nalezy pozytronowa
tomografia emisyjna PET (positron emission tomography) oraz czynno$cio-
wy rezonans magnetyczny fMRI (functional magnetic resonance imaging).
Obie techniki polegaja na mierzeniu zmian w przeptywie krwi w badanych
obszarach mézgu pacjenta, wykonujacego pewne zadanie poznawcze, i po-
réwnaniu ich ze zmianami zachodzacymi podczas wykonywania innych za-
dan podobnego typu. Przeplyw krwi w danej cze$ci mozgu jest uznawany
za dowdd jej aktywnosci. Mierzenie aktywnos$ci moézgu przy wykorzystaniu
neuroobrazowania wymaga zatem co najmniej dwoéch pomiaréw, aby do-
strzec réznice w aktywnosci mézgu pomiedzy dwoma réznymi zadaniami
poznawczymi. Nawet jesli zadania eksperymentalne sa dopasowane na bazie
mocnych przestanek psychologicznych, to ciagle interpretacje wynikéw uzy-
skanych przy uzyciu metod neuroobrazowania nalezy traktowaé ostroznie
(zob. tez [Bookheimer 2002]).

Przy wykorzystaniu fMRI podjeto prébe zbadania aktywnosci mozgu
0s6b rozwiazujacych zadania polegajace na ocenie prawdziwosci zdan w

skonczonych modelach:

1. Kazda pitka na obrazku jest zielona.
2. Doktadnie trzy z pieciu pitek na obrazku sa zbtte.

3. Wiekszos¢ pitek na obrazku jest czerwona.

Modele zostaly zobrazowane na kolorowych ilustracjach. Poréwnywano ak-
tywnos¢ moézgu badanych, ktérzy mieli oceniaé¢ prawdziwosé zdan pierwszego
rzedu oraz zdan z kwantyfikatorem ,wiekszos¢”. Niestety nie rozwazano sy-

tuacji kwantyfikatoréw niedefiniowalnych w logice elementarnej, lecz wyra-
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zalnych w logice podzielnosci, np. ,,parzyécie wiele”. Okazalo sig, iz rozumie-
nie zdan z kwantyfikatorami elementarnymi nie angazuje osrodkéw pamieci
operacyjnej w stopniu uchwytnym dla procedur neuroobrazowania (fMRI).
Tymczasem analiza zdan z kwantyfikatorami nieelementarnymi wymaga
uaktywnienia o$rodkéw mézgu zwigzanych z pamiecia operacyjna w stopniu

obserwowalnym za pomoca neuroobrazowania [McMillan, Clark 2002].
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6. Algorytm jako znaczenie

6.1. Przyktad

Ponizej zilustrujemy idee traktowania znaczenia zdania jako algorytmu
wyliczajacego jego wartosé logiczng w skonczonym i ustalonym uniwersum.

Rozwazymy w tym celu zdania z kwantyfikatorami monadycznymi:

1. Kazda ksigzka w bibliotece IF UW jest zielona.

2. Pewna ksigzka w bibliotece IF UW jest czerwona.

3. Co najmniej dwie ksigzki w bibliotece IF UW sq niebieskie.
4. Wiekszo$¢ ksigzek w bibliotece IF UW jest zielona.

Mozemy teraz opisaé ich znaczenie referencyjne (algorytm wyliczania war-
tosci logicznej w zadanym uniwersum) za pomoca wprowadzonych pojec.
Powiedzmy, Ze interesujemy sie wartoscia logiczna tych zdan w Swiecie
W = (U, Ry, Ra, R3) wyznaczonym przez pewna ich interpretacje, gdzie
U = {ki,...,k,} — uniwersum skladajace sie z ksiazek biblioteki IF UW,
R; CUdlai=1,...,3, takie, ze Ry — zbiér ksiazek zielonych, Ro — zbidr
ksiazek czerwonych, Rs — zbiér ksiazek niebieskich. Na wejsciu nasz algo-
rytm bedzie otrzymywal stowo ayy, ktére opisuje model W z doktadnoscia
do izomorfizmu. Stowo ap otrzymujemy wybierajac dowolny porzadek na
elementach uniwersum U = {b1,...,b,} a nastepnie za i-ta litere podsta-
wiamy j-ta litere z alfabetu A = {ag,...,a7} wtedy i tylko wtedy, gdy b;
jest w j-tej sktadowej. Algorytm bedzie akceptowal ayy wtedy i tylko wtedy,
gdy w W bedzie prawdziwe zdanie, ktérego znaczeniem jest ten algorytm.

Dla trzech pierwszych zdan odpowiednie algorytmy opiszemy za pomoca
automatéw skonczonych. Znaczeniem zdania (1.) jest algorytm rozstrzyga-
jacy, czy aw € Ly:

Rysunek 6. FA akceptujacy Ly

ai,as,as,ay A
OA — {a'la as, as, CL7} ‘8
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Znaczeniem zdania (2.) jest automat rozpoznajacy jezyk L3 € A*:

Rysunek 7. FA akceptujacy L3
A— {af27a37a’77a6} A

az,as, ar, g O
- N

Znaczenie zdania (3.) mozemy opisaé¢ nastepujaco:

Rysunek 8. FA akceptujacy Lg>2

A —{ay,as,a6,ar7} A
a4, as, g, ay M\ a4, as, ag, ay O

»

S > >
A— {a’4) as, ag, Cl7} 6

W opisie znaczenia zdania (4.) skorzystamy z automatu ze stosem
H = (A)X,#,0Q,qs, F,0), gdzie A = {ag,a1,...,a7}, ¥ = {1}, Q =
{qs, 41,492,939}, F = {qa} a funkcja przejscia jest okreslona nastepujaco:
Gs» g, ) B (g, #1), dla k =1,3,5,7;
gs, a;, ) (g2,1), dlai=0,2,4,6;

A (g, 11), dla k= 1,3,5,7;

(

(

(q1,ax, )

(q1,ai,1) = (q e), dla dlai = 0,2,4,6;
(q1,ai,#) = (qg7 #1), dladla i =0,2,4, 6;
(q1, ar, ) 2 (qr, #1), dla k = 1,3,5,7;
(q ) % (g5, #e);
(
(
(
(
— (
— (
— (

a1, ) (Qa7 €);

q2,a;,1) = (q2,11), dlai=0,2,4,6;

g2, ap, 1) = (qg,a), dla k=1,3,5,7;

02, ) 2 (g, #1), dla k = 1,3,5,7;
q2, a;, ) (q2, #1), dladlai=0,2,4,6;
g2, ) = (gs.¢);

92, €, 1) % (g3,9);

Oczywidcie, co wynika z naszych rozwazan, istniejg zdania ktoérych zna-

czenie referencyjne jest bardziej skomplikowane niz jezyk bezkontekstowy,

np. zdania z kwantyfikatorem T'S.
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6.2. Kryterium identycznosci znaczen

Réznym zdaniom przypisujemy rézne znaczenia. Pojawia sie tutaj pro-
blem synonimicznosci, ktéry przy eksplikacji znaczenia jako algorytmu wy-
liczajacego denotacje przybiera postaé pytania o to, kiedy dwa algorytmy sa
identyczne. Problem ten jest réwniez dyskutowany z perspektywy rozwazan
nad podstawami informatyki (zob. [Moschovakis 2001]).

Innymi stowy, majac dany zbiér A fizycznych realizacji algorytmoéw, szu-

kamy relacji rownowaznosci = na A, takiej, ze dla dowolnych f,g € A:
f~g < figrealizuja ten sam algorytm.

Minimalnym wymogiem na = jest to, aby utozsamiala ona notacyjne wa-
rianty tego samego algorytmu. Najszersza z rozsadnych definicji identycz-
noéci dwéch algorytméw utozsamia algorytmy obliczajace te sama funkcje
czeSciowa. Powiemy wiec, ze algorytmy f i ¢g sa identyczne (f & g), wte-
dy i tylko wtedy, gdy zatrzymuja sie dla tych samych danych wejsciowych
(Va e ¥*{f}(a) | < {g}() |), dajac dla identycznych argumentéw taki
sam wynik (Yo € S ({f}(a) L A {f}(@) =8 = {g}() = §)). Zatem:

(f=9) <= Va,f e X [{fHa) | = {g}() | A

AN Ha) LA {FH @) =6 = {g}(e) = B)]

Tak rozumiane kryterium réwnoznacznosci jest nieefektywne. Dla dowol-
nych dwoéch algorytméw f i g problem: ,,Czy f =2 g7” jest nierozstrzygalny.
Pytanie o tak pojeta identycznos¢ algorytméw potrafimy mechanicznie roz-
strzygaé tylko i wytacznie w sytuacji najprostszej, kiedy algorytmy te mozna
utozsamié¢ z automatami skoniczonymi. Co wiecej, nie kazde dwa identyczne
algorytmy sa rownie dobre. Na przyklad jeden potrzebuje dla zdania dtugosci
n wykonaé n? krokéw, a drugi az 22" . Dlatego by¢ moze rozsadnym uzupel-
nieniem definicji réwnoznacznosci zdan bytoby dodanie warunku, iz dwa zna-
czenia f, g sa réwnoznaczne, gdy f = g i ponadto f oraz g sg poréwnywal-
ne pod wzgledem ztozonosci obliczeniowej [M. Mostowski, Wojtyniak 2004].
Zatem (f ~ g) wtedy i tylko wtedy, gdy f = g oraz istnieja wielomiany
p(m,n), g(m,n) takie, ze dla dowolnego stowa a € ¥* dlugosci n zachodzi:
— jesli {f}(«) | po m krokach, to {g}(«) | po < p(m,n) krokach;

— jesli {g}(a) | po m krokach, to {f}(a) | po < ¢(m,n) krokach;

Przy takiej definicji uzyskujemy cala hierarchie znaczen dla poszczegél-

nych zdan, wyznaczong przez wlasciwoéci odpowiadajacych znaczeniom al-

gorytmow.
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. Whnioski

Oto najwazniejsze wnioski pracy:

Znaczenie wielu wyrazen mozemy trafnie opisa¢ poprzez wskazanie pro-
cedur wyliczajacych ich denotacje, w szczegélnosci w przypadku zdan ich
wartosé logiczna.

Dla réznych klas wyrazen procedury te réznig sie pod wzgledem ztozo-
nosci obliczeniowej. Prawdopodobnie dlatego pewne zdania wydaja nam
sie trudniejsze od innych.

Znaczenie wyrazenia jezykowego mozna utozsamié¢ z procedurg oblicza-
jaca jego ekstensje w ustalonym skonczonym uniwersum. Przy takiej
eksplikacji problem synonimicznos$ci wyrazen przybiera postaé pytania

o identycznosé algorytmoéw.

Pozostaje jeszcze wiele ciekawych i waznych zagadnien, zwigzanych z

tematyka pracy, na ktore nie udzieliliSmy zadnej odpowiedzi. Naleza do nich

miedzy innymi:

1.

Problem adekwatnego opisu semantyki wyrazen jezykowych bez ograni-
czania sie do uniwerséw skonczonych.

Opis semantyki, innych niz kwantyfikatory, wyrazen jezyka naturalnego
przy wykorzystaniu aparatury teorii obliczen.

Opis innych mozliwych sposobéw ustalania znaczenia wyrazen jezyko-
wych.

Opis mozliwych procedur odpowiadajacych za uczenie sie semantyki wy-
razen jezykowych.

Poréwnanie modeli teoretycznych z danymi pochodzacymi z badan neu-

rologicznych nad jezykowymi funkcjami mézgu.

Zagadnienia te wymagaja osobnego opracowania na bazie interdyscypli-

narnych badan z wykorzystaniem dorobku takich dyscyplin, jak: filozofia,

informatyka, jezykoznawstwo, logika oraz neuropsychologia.
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